
Ëåêöèÿ 14
Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ H−s. ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜÂ L2 È Â H−sÂ ëåêöèè 12 ïðè îáñóæäåíèè òåîðåìû 12.3 î ñõîäèìîñòè ïðîñòåéøå-ãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â H1(0, 1) áûëî îòìå÷åíî, ÷òî â L2(0, 1)ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ íà ïîðÿäîê ïî ñðàâíåíèþ ñ H1(0, 1).Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç êóñî÷-íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè âûøå ïåðâîé, òî ìîæíî äîñòè÷ü åùå áîëüøåãîóâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ H1(0, 1), åñëè ìåðèòüïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ â íîðìàõ åùå áîëåå ñëàáûõ, ÷åì L2(0, 1). Â ýòîéëåêöèè ìû ââåäåì óêàçàííûå íîðìû è ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêèñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. 1. Ïðîñòðàíñòâà H−sÏóñòü ( , ) � îáû÷íûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â L2(I) = H0(I). Âëåêöèè 1 íàìè áûëî ââåäåíî ïðîñòðàíñòâî

Hs
0(I)= (1)

=
{
v(x) ∈ Hs(I)

∣∣ v(0) = ... = v(s−1)(0) = v(1) = ... = v(s−1)(1) = 0
}ïðè s ∈ N, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà

Hs(I). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïîñëåäíåì çàäàåòñÿ �îðìóëîé
(u, v)s =

s∑

j=0

(
dju

dxj
,
djv

dxj

)
. (2)173



174 Ëåêöèÿ 14Îïðåäåëèì íà Hs
0(I) ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå �óíêöèîíàëû, ïîðîæäàåìûå�óíêöèÿìè f ∈ H0(I), ïîëàãàÿ

l(v) = lf(v) = (f, v), v ∈ Hs
0(I). (3)Íîðìû ââåäåííûõ �óíêöèîíàëîâ âû÷èñëÿþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì ïî �îð-ìóëå:

‖lf‖ = sup
v∈Hs

0

|(f, v)|
‖v‖s

, f ∈ H0(I). (4)Ïîïîëíèì ïðîñòðàíñòâî H0(I) ïî íîðìå
‖lf‖ =: ‖f‖−s, (5)íàçûâàåìîé íåãàòèâíîé íîðìîé. Âíîâü îáðàçîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

(Hs
0(I))′ = H−s(I)ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì (äâîéñòâåííûì) ê Hs

0(I).Èçó÷èì ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà H−s(I). Â ñèëó òåîðåìû �èññà î ïðåä-ñòàâëåíèè ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî �óíêöèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì ïðî-ñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò u ∈ Hs
0(I), òàêîé ÷òî

lf(v) = (u, v)s, v ∈ Hs
0(I). (6)Ñðàâíèâàÿ òåïåðü (6) è (3), çàêëþ÷àåì, ÷òî u(x) åñòü (îáîáùåííîå èç

Hs
0(I) ) ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

u(x) ∈ Hs
0(I) : (u, v)s = (f, v) ∀ v ∈ Hs

0(I). (7)Îïðåäåëèì �óíêöèþ �ðèíà ýòîé çàäà÷è, ò.å. ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïå-ðàòîðà, ÿâëÿþùåãîñÿ îáðàòíûì ïî îòíîøåíèþ ê äè��åðåíöèàëüíîìó îïå-ðàòîðó çàäà÷è (7). Åþ ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ �óíêöèÿ G2s(x; ξ) àðãóìåíòà x èïàðàìåòðà ξ ∈ I, êîòîðàÿ ñëóæèò ðåøåíèåì çàäà÷è:
G2s(x; ξ) ∈ Hs

0(I) : (G2s(x; ξ), v(x))s = v(ξ), ξ ∈ I, ∀ v ∈ Hs
0(I).Äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà ýòîé çàäà÷è òàêîâà:

L2sG2s(x; ξ) :=
s∑

k=0

(−1)kd2kG2s(x; ξ)

dx2k
= δ(x − ξ), x ∈ I, (8)

G2s(0; ξ) = · · · =
ds−1G2s(0; ξ)

dxs−1
= G2s(1; ξ) = · · · =

ds−1G2s(1; ξ)

dxs−1
= 0.



1. Ïðîñòðàíñòâà H−s 175Â ñèëó ñèììåòðèè áèëèíåéíîé �îðìû a(u, v) ≡ (u, v)s çàäà÷à (8) ÿâëÿåòñÿñàìîñîïðÿæåííîé, à åå ðåøåíèå � �óíêöèÿ �ðèíà � åñòü ñèììåòðè÷íàÿ�óíêöèÿ ïî îòíîøåíèþ ê x è ξ, ò.å. G2s(x; ξ) = G2s(ξ; x). �åøåíèå çàäà÷è(7) ïðè ïîìîùè �óíêöèè �ðèíà âûïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
u(x) =

(
G2s(x; ξ), f(ξ)

)
. (9)Èòàê, ìû óñòàíîâèëè âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó Hs

0(I)è H−s(I), îñóùåñòâëÿåìîå ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà L2s èç (8) è ñîîòíîøå-íèÿ (9).Ïóñòü v(x) ∈ Hs
0(I). Åé ñîîòâåòñòâóåò g(x) ∈ H−s(I) òàêàÿ, ÷òî

v(x) =
(
G2s(x; ξ), g(ξ)

)
.Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå v(x) â (3), ïîëó÷èì

(f, v) =
(
f, (G2s, g)

)
=
(
g, (G2s, f)

)
= (f, g)−s.Ìû íàøëè âèä ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

H−s(I):
(f, g)−s =

∫ 1

0

∫ 1

0

G2s(x; ξ)f(x)g(ξ) dxdξè, òåì ñàìûì, ïîëó÷èëè êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ íîðìû â
H−s, îòëè÷íûé îò (4):

‖f‖2
−s =

∫ 1

0

∫ 1

0

G2s(x; ξ)f(x)f(ξ) dxdξ. (10)Óêàæåì åùå îäèí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ íîðìû â H−s(I) � â òåðìèíàõêîý��èöèåíòîâ Ôóðüå. Ïóñòü µm(x) � ñîáñòâåííûå �óíêöèè, à λ
(2s)
m �ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è:

L2sµm(x) = λ(2s)
m µm(x), x ∈ I,

µm(0) = ... = µ(s−1)
m (0) = µm(1) = ... = µ(s−1)

m (1) = 0.Â ñèëó ñàìîñîïðÿæåííîñòè è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðàçàäà÷è âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíû è ïîëîæèòåëüíû, à ñîá-ñòâåííûå �óíêöèè ìîæíî ñ÷èòàòü îðòîíîðìèðîâàííûìè. Ëåãêî ïðîâå-ðèòü, ÷òî
δ(x − ξ) =

∞∑

m=1

µm(x)µm(ξ)



176 Ëåêöèÿ 14è ïîýòîìó
G2s(x; ξ) =

∞∑

m=1

µm(x)µm(ξ)

λ
(2s)
m(�îðìóëà Ìåðñåðà). Îòñþäà è èç (10) íàõîäèì, ÷òî

‖f‖2
−s =

∞∑

m=1

f 2
m/λ(2s)

m , (11)ãäå fm � êîý��èöèåíòû Ôóðüå �óíêöèè f(x) ïðè ðàçëîæåíèè ïî µm(x).Ïðè s = 1 èìååì λ
(2)
m = π2m2 + 1. Â îáùåì æå ñëó÷àå èçâåñòíî, ÷òî

cm2s
6 λ(2s)

m 6
1

c
m2s,ãäå c çàâèñèò òîëüêî îò s, è ïîýòîìó

c
∞∑

m=1

f 2
mm−2s

6 ‖f‖2
−s 6

1

c

∞∑

m=1

f 2
mm−2s.Ôîðìóëà äëÿ íîðìû, àíàëîãè÷íàÿ (11), èìååò ìåñòî è â Hs

0(I). Î÷å-âèäíî, ÷òî
‖v‖2

s =
∞∑

m=1

v2
mλ(2s)

m . (12)Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî øòðèõà ê ïîðòðåòó ïðîñòðàíñòâà H−s(I) âû÷èñ-ëèì ‖f ′‖−1, òî÷íåå, âû÷èñëèì ýêâèâàëåíòíóþ åé âåëè÷èíó. Â ñèëó ëåììû11.4 íîðìà è ïîëóíîðìà â H1
0(I) ýêâèâàëåíòíû. (Êàê, âïðî÷åì, è â ëþáîì

Hs
0(I)). Ïîýòîìó â H−1(I) ìîæíî îïðåäåëèòü ýêâèâàëåíòíóþ íîðìó ïóòåìèñïîëüçîâàíèÿ â (4) âìåñòî íîðìû â H1(I) ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëóíîðìû.Ïóñòü

‖̃lf‖ = sup
v∈H1

0

|(f, v)|
|v|1

.Òîãäà âìåñòî (6) áóäåì èìåòü
lf(v) = (u′, v′),à �óíêöèÿ �ðèíà èç (10) ïðèìåò âèä

G̃2(x; ξ) =

{
x(1 − ξ), x 6 ξ,

(1 − x)ξ, x > ξ.
(13)



2. Àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèÿ 177Ïîýòîìó
‖̃f‖

2

−1 =

∫ 1

0

∫ 1

0

G̃2(x; ξ)f(x)f(ξ) dxdξ,à
‖̃f ′‖

2

−1 =

∫ 1

0

∫ 1

0

G̃2(x; ξ)f ′(x)f ′(ξ) dxdξ.Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì. Ïåðâîå èíòåãðè-ðîâàíèå ïðîõîäèò áåçáîëåçíåííî, èáî
∂

∂x
G̃2(x; ξ) =

{
1 − ξ, x < ξ

−ξ, x > ξ
= χ(ξ − x) − ξ,ãäå χ(ξ) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà (ñì. 1.14) � âñåãî ëèøü ðàçðûâíà ïðè

x = ξ è, ñëåäîâàòåëüíî,
‖̃f ′‖

2

−1 = −
∫ 1

0

f(x)dx

∫ 1

0

f ′(ξ)[χ(ξ − x) − ξ]dξ.Âòîðîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì (ïî ξ) íóæíî ïðîâîäèòü ëèáî îòäåëüíîïî (0, x) è (x, 1), ëèáî ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé �óíê-öèè χ(ξ − x), ðàâíîé δ(ξ − x). Â ëþáîì ñëó÷àå áóäåì èìåòü
‖̃f ′‖

2

−1 =

= −
∫ 1

0

f(x)dx

{
f(ξ)

[
χ(ξ − x) − ξ

]ξ=1

ξ=0
− f(x) +

∫ 1

0

f(ξ)dξ

}
=

= ‖f‖2
0 − (f, 1)2.Îñîáóþ ýëåãàíòíîñòü ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèîáðåòàåò â òîì ñëó÷àå, êîãäà

f(x) îðòîãîíàëüíà åäèíèöå. Òîãäà ïðîñòî
‖̃f ′‖−1 = ‖f‖0.2. Àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèÿÄëÿ èññëåäîâàíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â

L2 è â H−s íàì ïîòðåáóþòñÿ îöåíêè ðåøåíèÿ çàäà÷è, êîòîðóþ ìû ñîáè-ðàåìñÿ ðåøèòü ýòèì ìåòîäîì, â ðàçëè÷íûõ íîðìàõ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü



178 Ëåêöèÿ 14òó æå ñìåøàííóþ çàäà÷ó, ÷òî è â ëåêöèÿõ 11, 12 ïðè èññëåäîâàíèè ñõî-äèìîñòè â H1.Òåîðåìà 1 (îá àïðèîðíûõ îöåíêàõ). Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (11.16)è ðåøåíèå çàäà÷è (11.4), (11.14), (11.15) ñóùåñòâóåò, òî äëÿ íåãî ñïðà-âåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà
‖u‖1 6

2
√

2

c0

(
‖f‖0 + |g|

)
. (14)Åñëè ê òîìó æå âûïîëíåíû óñëîâèÿ (11.17) è

|p′(x)| 6 c3, (15)òî
|u|2 6 c4

(
‖f‖0 + |g|

)
, (16)ãäå

c4 =
1

c0

[
2
√

2(c2 + c3)

c0
+ 1

]
.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðåøåíèå çàäà÷è (11.4), (11.14), (11.15) ñó-ùåñòâóåò. Ïîëàãàÿ â (11.4) v = u è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëåììó 11.5,ïîëó÷èì

c0

2
‖u‖2

1 6 a(u, u) = l(u) =

∫ 1

0

fu dx + gu(1).Ê èíòåãðàëó â ïðàâîé ÷àñòè ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî,à äëÿ îöåíêè u(1) âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 11.1. Â ðåçóëüòàòå íàéäåì, ÷òî
c0

2
‖u‖2

1 6 ‖f‖0‖u‖0 +
√

2|g|‖u‖1 6
√

2
(
‖f‖0 + |g|

)
‖u‖1,îòêóäà è ñëåäóåò (14).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (16) âîñïîëüçóåìñÿ äè��åðåíöèàëüíîé �îðìóëè-ðîâêîé çàäà÷è, èìåííî óðàâíåíèåì (11.12). Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååì

u′′ =
1

p(x)
[−p′u′ + qu − f ],à ñ ó÷åòîì (11.16), (11.17) è (15) íàõîäèì, ÷òî

|u′′| 6
1

c0
(c3|u′| + c2|u| + |f |).



3. Ñõîäèìîñòü â L2 179Âû÷èñëÿÿ L2-íîðìó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðå-óãîëüíèêà, áóäåì èìåòü
‖u′′‖0 6

1

c0
(c3‖u′‖0 + c2‖u‖0 + ‖f‖0) 6

c2 + c3

c0
‖u‖1 +

1

c0
‖f‖0.Íî ‖u‖1 óæå îöåíåíà, òàê ÷òî, ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ýòó îöåíêó (14), ïðèõîäèìê (16).Òåîðåìà 2. Åñëè êîý��èöèåíòû è ïðàâàÿ ÷àñòü çàäà÷è (11.12), (11.13)òàêîâû, ÷òî u ∈ Hm(I), m = 3, 4, . . . , òî íàðÿäó ñ (14) è (16) ñïðàâåä-ëèâû îöåíêè

|u|m 6 c(m)(‖f‖m−2 + |g|), (17)ãäå c(m) � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå íè îò u, íè îò
f , íè îò g.Íà äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû ìû îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.3. Ñõîäèìîñòü â L2Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ëåêöèè 12, èç òåîðåìû 12.3 (òåîðåìû 12.5) îñõîäèìîñòè êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ èç Sh

1 (Sh
k ) â íîðìå H1(I) ñîñêîðîñòüþ O(h)

(
O(hk)

) ñëåäóåò åãî ñõîäèìîñòü è â L2(I) ñ òîé æå ñêîðî-ñòüþ. Îäíàêî â ñèëó òåîðåì 12.2 è 12.4 ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè â L2(I)èìååò íà åäèíèöó áîëüøèé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî h, ÷åì â H1(I). Äîêàæåì,÷òî àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò è êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå.Òåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (11.16) è ðåøåíèå u(x) çàäà÷è
(11.12), (11.13) ïðèíàäëåæèò Hk+1(I), k ∈ N, òî ðåøåíèå çàäà÷è (11.7)ñ a(u, v) è l(v) èç (11.14) è Hh = S̃h

k èç (12.16), (12.17) (ïðèáëèæåííîåðåøåíèå) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (11.12), (11.13) â ñìûñëå íîðìûïðîñòðàíñòâà L2(I) ñî ñêîðîñòüþ O(hk+1), ò.å.
‖u − uh‖0 6 chk+1|u|k+1,ãäå c = 
onst > 0 íå çàâèñèò íè îò h, íè îò u.



180 Ëåêöèÿ 14Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì óòî÷íÿþùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ ëèíåéíîé�îðìû l(v). Ïóñòü (ñð. ñ (3))
lϕ(v) :=

∫ 1

0

ϕ(x)v(x) dx. (18)Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ w(x) êàê ðåøåíèå çàäà÷è
w(x) ∈ H̃1(I) : a(v, w) = lϕ(v) ∀v ∈ H̃1(I) (19)è ïîëîæèì çäåñü v = u − uh. Òîãäà ñ ó÷åòîì òåîðåìû 11.1 è íåðàâåíñòâàØâàðöà

lϕ(u−uh) = a(u−uh, w) = a(u−uh, w− ih,1w) 6‖ u−uh ‖a ‖ w− ih,1w ‖a .Äëÿ îöåíêè ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðèìåíèì ñíà÷àëà ëåììó11.5, à çàòåì òåîðåìó 12.4 îá àïïðîêñèìàöèè è òåîðåìó 12.5 î ñõîäèìîñòèâ H1(I). Áóäåì èìåòü
lϕ(u − uh) 6 c ‖u − uh‖1‖w − ih,1w‖1 6 c hk+1|u|k+1|w|2.Îöåíèì òåïåðü |w|2 ïðè ïîìîùè òåîðåìû 1 è ïîëîæèì ϕ ≡ u − uh. Âðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

lu−uh(u − uh) =

∫ 1

0

(u − uh)2 dx = ‖u − uh‖2
0 6 c hk+1|u|k+1‖u − uh‖0,îòêóäà ïîñëå ñîêðàùåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà íà ‖u−uh‖0 è ñëåäóåòóòâåðæäåíèå òåîðåìû.4. Ñõîäèìîñòü â H−sÈìååò ìåñòîÒåîðåìà 4. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (11.16) è ðåøåíèå u(x) çàäà÷è

(11.12), (11.13) ïðèíàäëåæèò Hk+1(I), k ∈ N, òî ðåøåíèå çàäà÷è (11.7)ñ a(u, v) è l(v) èç (11.14) è Hh = S̃h
k èç (12.16), (12.17) (ïðèáëèæåííîåðåøåíèå) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (11.12), (11.13) â ñìûñëå íîðìûïðîñòðàíñòâà H−s(I), s = 1, , . . . k − 1 ñî ñêîðîñòüþ O(hk+s+1). Èìåííî,

‖u − uh‖−s 6 c hk+s+1|u|k+1, s = 1, 2, ..., k − 1, (20)ãäå c = 
onst > 0 íå çàâèñèò íè îò h, íè îò u.



5. Óïðàæíåíèÿ 181Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w(x) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (19). Êàê è ïðèäîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 íàéäåì, ÷òî
lϕ(u − uh) 6 c ‖u − uh‖1‖w − ih,s+1w‖1 6 c hk+s+1|u|k+1|w|s+2.Äàëåå

‖u − uh‖−s = sup
ϕ∈Hs

0

|(u − uh, ϕ)|
‖ϕ‖s

=

= sup
ϕ∈Hs

0

lϕ(u − uh)

‖ϕ‖s
6

6 c hk+s+1 sup
ϕ∈Hs

0

|u|k+1|w|s+2

‖ϕ‖s
.

(21)
Íî â ñèëó òåîðåìû 2

|w|s+2 6 c (s + 2)‖ϕ‖s,÷òî âìåñòå ñ (21) ïðèâîäèò ê èñêîìîé îöåíêå (20).Çàìå÷àíèå 1. �àçóìååòñÿ, òåîðåìà 3 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðå-ìû 4, èáî
‖f‖0 = sup

v∈L2(I)

(f, v)

‖v‖0
,ò.å. ïðîñòðàíñòâî L2(I) ñîïðÿæåíî ñàìî ê ñåáå â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðî-èçâåäåíèÿ ( , ). 5. Óïðàæíåíèÿ1. Äîêàçàòü, ÷òî ‖̃f ′‖−1 =

∑∞
m=1 f̄ 2

m, ãäå f̄m = (f, µm), à µm =
√

2 cos πmx,
m ∈ N, m = 1, 2, . . . .2. Äîêàçàòü, ÷òî ˜‖sin kπx‖−1 = 1/(

√
2kπ).3. Äîêàçàòü, ÷òî ‖ − f ′′ + f‖−2 = ‖f‖0.4. Äîêàçàòü, ÷òî ‖u − uh‖−s 6 chl+s+1|u|l+1, ãäå l = 1, ..., k, à

s = 0, ..., k − 1.5. Âûÿñíèòü, ãäå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 èñïîëüçîâàíî óñëîâèå(11.16).



182 Ëåêöèÿ 146. Âûÿñíèòü, ãäå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4 èñïîëüçîâàíî óñëîâèå
s 6 k − 1. Êàêîâà âåëè÷èíà ‖u − uh‖−k?



Ëåêöèÿ 15
ÑÓÏÅ�ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÌÅÒÎÄÀ ÊÎÍÅ×ÍÛÕÝËÅÌÅÍÒÎÂ. ÏÎÒÎ×Å×ÍÀß ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜÓñòàíîâëåííàÿ â ïðåäûäóùåé ëåêöèè îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÌÊÝâ ñìûñëå íåãàòèâíûõ íîðì H−s(I), êàçàëîñü áû, íå äîëæíà ïðåäñòàâëÿòüñêîëü-íèáóäü ñóùåñòâåííûé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ: îáû÷íî èíòåðåñóþò-ñÿ òî÷íîñòüþ ìåòîäà â ñìûñëå íîðì C, H1 èëè, íà õóäîé êîíåö, â L2.Îäíàêî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 14.4 ñîäåðæèò âåñüìà çíà÷èòåëüíóþ èí-�îðìàöèþ î ðàçíîñòè ìåæäó u è uh. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ �ðè-íà G2s(x; ξ), �èãóðèðóþùàÿ â îïðåäåëåíèè íîðìû ïðîñòðàíñòâà H−s(I)�îðìóëîé (14.10), íåîòðèöàòåëüíà è, ñëåäîâàòåëüíî, á�îëüøàÿ ïî ïîðÿäêóìàëîñòü ‖u−uh‖−s ïî ñðàâíåíèþ ñ ‖u−uh‖0 äîëæíà ñâèäåòåëüñòâîâàòü îòîì, ÷òî íà e(i) ñóùåñòâóþò íóëè �óíêöèè u − uh, ãäå îíà ìåíÿåò çíàê.∗)Åñëè áû ìû çíàëè ýòè íóëè, òî ìû çíàëè áû íå ïðèáëèæåííîå, à òî÷-íîå ðåøåíèå â ýòèõ òî÷êàõ. �àçóìååòñÿ, ïîëîæåíèå ýòèõ íóëåé çàâèñèò íåòîëüêî îò ìåòîäà ðåøåíèÿ, íî è îò ñàìîé �óíêöèè u(x), è íàéòè èõ, çà îò-äåëüíûìè èñêëþ÷åíèÿìè, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Îäíàêî ìîæíîïûòàòüñÿ èñêàòü òî÷êè èç ìàëûõ îêðåñòíîñòåé ýòèõ íóëåé, êîòîðûå óæåíå çàâèñÿò îò u (íî çàâèñÿò îò ìåòîäà) è â êîòîðûõ ðàçíîñòü ìåæäó uè uh ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì, íàïðèìåð,

‖u − uh‖1. Òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ñóïåðñõîäèìîñòè ÌÊÝ.
∗)Íàïðèìåð, �óíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sin kπx, k ∈ N, âñåãî ëèøü îãðàíè÷åíà â C(I)è äàæå â L2(I). Îäíàêî, êàê ñëåäóåò èç çàäà÷è 14.2, ‖ sinkπx‖−1 =

√
2/(kπ), è â ñìûñëå H−1 ýòàïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê íóëþ.183



184 Ëåêöèÿ 151. Ñóïåðñõîäèìîñòü â óçëàõÍàïîìíèì �îðìóëèðîâêó çàäà÷è, èññëåäîâàíèåì êîíå÷íîýëåìåíòíîãîðåøåíèÿ êîòîðîé ìû çàíèìàåìñÿ. Íàéòè ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è
− d

dx

(
p(x)

du

dx

)
+ q(x)u = f(x), x ∈ I,

u(0) = 0, p(1)u′(1) + κu(1) = g,

(1)êîý��èöèåíòû êîòîðîé ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì
p(x) > c0 > 0, q(x) > 0, κ > 0. (2)Ìû èçó÷àåì êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, ò.å. �óíêöèþ

uh(x) ∈ S̃h
k : a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈ S̃h

k , (3)ãäå
a(u, v) =

∫ 1

0

(
p
du

dx

dv

dx
+ quv

)
dx + κu(1)v(1),

l(v) =

∫ 1

0

fvdx + gv(1),

(4)à S̃h
k îïðåäåëÿåòñÿ (12.16), (12.17) è åñòü ñîâîêóïíîñòü êóñî÷íî ïîëèíî-ìèàëüíûõ ñòåïåíè k íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü ïðè

x = 0.Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2) è ðåøåíèå u(x) çàäà÷è (1) ïðè-íàäëåæèò Hk+1(I), òî óçëû xi êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè, ñëóæàùèåêîíöàìè ýëåìåíòîâ e(i) = [xi−1, xi], ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ñóïåðñõîäèìî-ñòè êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ uh èç (3). Â ýòèõ òî÷êàõ ñïðàâåäëèâàîöåíêà
max

i
|u(xi) − uh(xi)| 6 c h2k|u|k+1, (5)ãäå c = 
onst > 0 íå çàâèñèò íè îò u, íè îò h.



1. Ñóïåðñõîäèìîñòü â óçëàõ 185Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w(x) åñòü ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è(14.19). Ïîëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîé çàäà÷è ϕ(x) = δ(x − xi). Ïðè òà-êîì âûáîðå ïðàâîé ÷àñòè çàäà÷à (14.19) îïðåäåëÿåò �óíêöèþ òî÷å÷íîãîèñòî÷íèêà (�óíêöèþ �ðèíà), êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç G(x; xi).
a (v(x), G(x; xi)) = v(xi). (6)Ïîëàãàÿ â (6) v(x) = u(x) − uh(x) è èñïîëüçóÿ òåîðåìó 11.1 (îá îðòîãî-íàëüíîé ïðîåêöèè), ïîñëå ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà Øâàðöà è ëåììû 11.5áóäåì èìåòü

|u(xi) − uh(xi)| =

= a
(
u − uh, G(x; xi) − ih,kG(x; xi)

)
6

6 c4 ‖u − uh‖1 ‖G(x; xi) − ih,kG(x; xi)‖1.

(7)Îöåíêà ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ èçâåñòíà èç òåîðåìû 12.5, òàê ÷òî îñòàëîñüîöåíèòü âòîðîé ñîìíîæèòåëü. ÏîñêîëüêóG(x; xi)∈Hk+1(I), òî äëÿ îöåíêèýòîãî ñîìíîæèòåëÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó 12.4 íåïîñðåäñòâåííî íåëüçÿ.Ïîêàæåì, ÷òî òðåáóåìóþ ãëàäêîñòü G(x; xi) èìååò íà (0, xi) è íà (xi, 1).Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèì ñíà÷àëà îöåíêó G(x; xi) â H1(I). Ïîëàãàÿ â (6)
v(x) = G(x; xi) è ïðèìåíÿÿ ëåììû 11.5 è 11.1, íàõîäèì, ÷òî

c0

2
‖G(x; xi)‖2

1 6

6 a (G(x; xi), G(x; xi)) = G(xi; xi) 6

6
√

2‖G(x; xi)‖1,ò.å.
‖G(x; xi)‖1 6

2
√

2

c0
. (8)Äàëåå, ïî îïðåäåëåíèþ �óíêöèè òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, ñîñðåäîòî÷åííîãîâ òî÷êå x = xi

− d

dx

(
p(x)

dG(x; xi)

dx

)
+ q(x)G(x; xi) = 0, 0 < x < xi, xi < x < 1.Îòñþäà ñ ó÷åòîì (8), êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 14.1 è 14.2, íàõî-äèì, ÷òî
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|G(x; xi)|2Hk+1(0,xi)

+ |G(x; xi)|2Hk+1(xi,1) 6 c.Èòàê, èç òåîðåìû 12.4 ñ ó÷åòîì âûøåïðèâåäåííîãî íåðàâåíñòâà èìååìîöåíêó
‖G(x; xi) − ih,kG(x; xi)‖2

1 =

= ‖G(x; xi) − ih,kG(x; xi)‖2
H1(0,xi)

+

+ ‖G(x; xi) − ih,kG(x; xi)‖2
H1(xi,1) 6 c h2k.Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó è îöåíêó èç òåîðåìû 12.5 â (7), ïðèõîäèì ê (5).Çàìå÷àíèå 1. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (1)

p(x) ≡ 1, q(x) ≡ 0, òî
G(x; xi) = ih,kG(x; xi).Â ýòîì ñëó÷àå èç (7) ñëåäóåò, ÷òî u(xi) − uh(xi) = 0, ò.å. â óçëàõ, ÿâëÿþ-ùèõñÿ êîíöàìè ýëåìåíòîâ, òî÷íîå è ïðèáëèæåííîå ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò.2. Ñõîäèìîñòü â CÌû óæå äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷èëè ñõîäèìîñòü ìåòîäà êîíå÷íûõýëåìåíòîâ â ðàçëè÷íûõ íîðìàõ. Îäíàêî ïîêà îòêðûòûì îñòàåòñÿ âîïðîñî ñêîðîñòè åãî ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè. Èç òåîðåìû 12.5 è ëåììû 11.1,ïðàâäà, âûòåêàåò îöåíêà ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè O(hk), íî ýòà îöåíêàíå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. Íà ñàìîì äåëå, èìååò ìåñòîÒåîðåìà 2. Åñëè ðåøåíèå u(x) çàäà÷è (1) ïðèíàäëåæèò Ck+1(Ī), à uh�ðåøåíèå çàäà÷è (3), (4), òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2), (11.17) ñïðàâåä-ëèâà îöåíêà

‖u(x) − uh(x)‖C(Ī) 6 c hk+1‖u(k+1)‖C(Ī), (9)ãäå c = 
onst > 0 íå çàâèñèò íè îò u, íè îò h.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çà�èêñèðóåì òîò �àêò, ÷òî uh(x) åñòüîðòîãîíàëüíàÿ â ñìûñëå ýíåðãåòè÷åñêîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ a( , )ïðîåêöèÿ u(x) íà S̃h
k , ò.å.

a(u − uh, vh) = 0 ∀vh ∈ S̃h
k . (10)



2. Ñõîäèìîñòü â C 187Çàòåì ââåäåì áèëèíåéíóþ �îðìó
ã(u, v) =

∫ 1

0

p(x)u′(x)v′(x)dx + κu(0)v(0) (11)è îïðåäåëèì ïðîåêöèþ u(x) íà S̃h
k , íî òåïåðü óæå â ñìûñëå ã( , )

ũh ∈ S̃h
k : ã(u − ũh, vh) = 0 ∀vh ∈ S̃h

k . (12)Ïóñòü, êðîìå òîãî,
ã(i)(u, v) =

∫

e(i)

p(x)u′(x)v′(x)dx, i = 1, . . . , N, (13)
Pk

(
e(i); w

)
=
{
v(x) ∈ Pk

(
e(i)
) ∣∣ v(x) − w(x) ∈ H1

0

(
e(i)
)}

, (14)à ũh(i) � ëîêàëüíàÿ ïðîåêöèÿ u(x) íà ýëåìåíòå e(i)

ũh(i) ∈ Pk

(
e(i); u

)
: ã(i)(u − ũh(i), v) = 0 ∀v ∈ Pk

(
e(i); 0

)
. (15)Ââåäåííûå �óíêöèè ũh è ũh(i) ïîòðåáóþòñÿ íàì ïðè îöåíêå |u − uh|C .Ïåðåéäåì ê ïîëó÷åíèþ îöåíêè (9). Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëü-íèêà, íàõîäèì, ÷òî

‖u − uh‖C = ‖u − ũh + ũh − uh‖C 6

6 ‖u − ũh‖C + ‖ũh − uh‖C =

= ‖uh − ũh‖C + max
i

‖u − ũh‖C(e(i)) =

= ‖uh − ũh‖C + max
i

‖u − ũh(i) + ũh(i) − ũh‖C(e(i)) 6

6 ‖uh − ũh‖C + max
i

‖u − ũh(i)‖C(e(i)) + max
i

‖ũh − ũh(i)‖C(e(i)).

(16)
Çàéìåìñÿ îöåíêîé ñëàãàåìûõ èç ïðàâîé ÷àñòè (16). Íà÷íåì ñ ïåðâîãîñëàãàåìîãî. Â ñèëó (10) ñ ó÷åòîì (4) è (11)

0 = a(u − uh, vh) = ã(u − uh, vh) + (q(u − uh), vh).Âû÷èòàÿ èç ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ (12), íàéäåì, ÷òî
ã(uh − ũh, vh) = (q(u − uh), vh),



188 Ëåêöèÿ 15à ïîëàãàÿ çäåñü vh = uh − ũh, áóäåì èìåòü
‖uh − ũh‖2

ã = (q(u − uh), uh − ũh).Îöåíèì ëåâóþ ÷àñòü ñíèçó ñíà÷àëà ïðè ïîìîùè ëåììû 11.5, à çàòåì ïðèïîìîùè ëåììû 11.1. Äëÿ îöåíêè ïðàâîé ÷àñòè ïðèìåì âî âíèìàíèå (11.7)è âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî. Çàìå÷àÿ òåïåðü, ÷òî
‖v‖0 6 ‖v‖C è èñïîëüçóÿ òåîðåìó 14.3, íàõîäèì, ÷òî

c0

4
‖uh − ũh‖2

C 6
c0

2
‖uh − ũh‖2

1 6

6 ‖uh − ũh‖2
ã 6

6 c2‖u − uh‖0‖uh − ũh‖0 6

6 c2c hk+1|u|k+1‖uh − ũh‖C 6

6 c2c hk+1‖u(k+1)‖C‖uh − ũh‖C.Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî íåðàâåíñòâà íà ‖uh−ũh‖C ïðèõîäèìê èñêîìîé îöåíêå
‖uh − ũh‖C 6 c hk+1‖u(k+1)‖C. (17)Ïåðåéäåì ê îöåíêå âòîðîãî ñëàãàåìîãî ïðàâîé ÷àñòè (16). Ïóñòü G̃(i)(x; ξ)� �óíêöèÿ �ðèíà äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, ïîðîæäàåìîãî áèëè-íåéíîé �îðìîé (13) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà. Îïðåäåëÿþ-ùåå åå âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå èìååò âèä

v(x) = ã(i)
(
G̃(i)(x; ξ), v(ξ)

)
∀v(ξ) ∈ H1

0(e
(i)).Ïîëàãàÿ çäåñü v(x) = u − ũh(i) è îöåíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ïðè ïîìîùèíåðàâåíñòâà Øâàðöà, ñ ó÷åòîì ëåììû 11.5 áóäåì èìåòü

∣∣u(x)− ũh(i)
∣∣ 6 c4‖G̃(i)(x; ξ)‖ã(i)‖u − ũh(i)‖

H1
0 (

◦

e
(i)

)
.Äëÿ îöåíêè ‖u − ũh(i)‖H1

0 (
◦→e(i)) âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 12.5 è ïðèìåì âîâíèìàíèå, ÷òî |u|

Hk+1(
◦

e
(i)

)
6

√
h‖u(k+1)‖C(e(i)). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

|u(x) − ũh(i)(x)| 6 c4c hk+1/2‖G̃(i)(x; ξ)‖ã(i)‖u(k+1)‖C(e(i)). (18)Îöåíèì òåïåðü �óíêöèþ �ðèíà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (ñð. ñ (13.5))
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G̃(i)(x; ξ) =





x∫
xi−1

dt

p(t)

xi∫
ξ

dt

p(t)

/
xi∫

xi−1

dt

p(t)
, x 6 ξ,

ξ∫
xi−1

dt

p(t)

xi∫
x

dt

p(t)

/
xi∫

xi−1

dt

p(t)
, x > ξè, ñëåäîâàòåëüíî, ‖G̃(i)(x; ξ)‖ã(i) 6

√
h/c0. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî â(18), ïîëó÷èì èñêîìóþ îöåíêó

‖u − ũh(i)‖C(e(i)) 6 c hk+1‖u(k+1)‖C(e(i)). (19)Îñòàëîñü îöåíèòü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè (16). Äëÿ ýòîãîïðîäîëæèì �óíêöèþ v(x) ∈ Pk(e
(i); 0) èç (14) íà I íóëåì è ðåçóëüòàòîáîçíà÷èì ÷åðåç vI(x). Î÷åâèäíî, ÷òî vI(x) ∈ Sh

k . Îòñþäà ñ ó÷åòîì (12)íàõîäèì, ÷òî
0 = ã(u − ũh, vI) = a(i)(u − ũh, v) ∀v ∈ Pk(e

(i); 0).Âû÷èòàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ èç (15), áóäåì èìåòü
ã(i)(ũh − ũh(i), v) = 0 ∀v ∈ Pk(e

(i); 0). (20)Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ (ñì. (12), (15)) �óíêöèÿ z(x) = ũh − ũh(i) ∈
Pk(e

(i); ũh−u), òî â ñèëó (20) îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è
z ∈ Pk(e

(i); ũh − u) : ã(i)(z, v) = 0 ∀v ∈ Pk(e
(i); 0),à â ñèëó òåîðåìû 2.1 è çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

ã(i)(z, z) = inf
v∈Pk(e(i);ũh−u)

ã(i)(v, v).Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ã(i)(z, z) 6 ã(i)(ϕ, ϕ), ãäå ϕ(x) � ïðè-íàäëåæàùàÿ Pk(e
(i); ũh−u) ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ, è ñ ó÷åòîì (11.16), (11.17)èìååì
|z|2H1(e(i)) 6

1

c0
ã(i)(z, z) 6

c1

c0

∫

e(i)

(ϕ′)2dx =

=
c1

c0
[z(xi−1) − z(xi)]

2 /h.



190 Ëåêöèÿ 15Ñäåëàåì â ëåâîé ÷àñòè çàìåíó ïåðåìåííîé (x − xi−1)/h = t (ñì. (12.12) èäàëåå), à ïðàâóþ ÷àñòü îöåíèì ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà Êîøè
∫ 1

0

[
d

dt
ẑ(i)(t)

]2

dt 6 2
c1

c0

[
z2(xi−1) + z2(xi)

]
.Äîáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî íåðàâåíñòâà (ẑ(i)(0))2 = z2(xi−1) è âîñ-ïîëüçóåìñÿ ëåììîé 13.7, â ñèëó êîòîðîé (ẑ(i)(0))2 + |ẑ(i)|21 ∼ ‖ẑ(i)‖2

1, àâíîâü ïîëó÷åííóþ ëåâóþ ÷àñòü îöåíèì ñíèçó ïðè ïîìîùè ëåììû 11.1. Âðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
‖ẑ(i)‖2

C(Ī) = ‖z‖2
C(e(i)) 6 c

[
z2(xi−1) + z2(xi)

]
. (21)Íàì îñòàëîñü âñïîìíèòü, ÷òî z(xi) = (ũh − u)(xi) è âîñïîëüçîâàòüñÿòåîðåìîé 1, â ñèëó êîòîðîé |(ũh − u)(xi)| 6 ch2k|u|k+1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòèîöåíêè â ïðàâóþ ÷àñòü (21) è èçâëåêàÿ èç îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà êâàä-ðàòíûå êîðíè, áóäåì èìåòü îöåíêó

‖z‖C(e(i)) 6 c h2k|u|k+1 6 c h2k‖u(k+1)‖C, (22)êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äàæå áîëåå ñèëüíîé, ÷åì ìû õîòåëè. Èñêîìàÿ îöåíêà(9) ñëåäóåò èç (17), (19), (22) è (16).3. ÏðèìåðÂ çàâåðøåíèå ïîñòðîèì êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è
u′′ = 6x, u(0) = 0, u(1) = 1 (23)è èçó÷èì ñòðóêòóðó åãî ïîãðåøíîñòè. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå èç ïðîñòðàí-ñòâà Sh

2 . Ïóñòü, êàê îáû÷íî, e(i) = [xi−1, xi], à äîïîëíèòåëüíûå óçëû îáî-çíà÷èì ÷åðåç xi−1/2, i = 1, . . . , N . Â ñèëó çàìå÷àíèÿ êîíå÷íîýëåìåíòíîåðåøåíèå çàäà÷è (23) â óçëàõ xi ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì ðåøåíèåì ýòîé çàäà-÷è, èìåþùèì âèä u(x) = x3. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íàéòè òîëüêî uh(xi−1/2).Ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû êâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà èìååò âèä
Φ(i) =

2

h2

[
(x − xi−1/2)(x − xi), 2(x − xi−1)(xi − x), (x − xi−1/2)(x − xi−1)

]
,



3. Ïðèìåð 191ãäå h = xi − xi−1, à ìàòðèöà æåñòêîñòè åñòü
K(i) =

1

3h




7 −8 1
−8 16 −8

1 −8 7


 .Ïðàâàÿ ÷àñòü èíòåðåñóþùåãî íàñ óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ uh(xi−1/2)çàäàåòñÿ âòîðîé êîìïîíåíòîé âåêòîðà íàãðóçêè F (i) è åñòü

F (i) = −
xi∫

xi−1

6x
4

h2
(x − xi−1)(xi − x)dx =

= −24h

∫ 1

0

(ht + xi−1)t(1 − t)dt =

= −4h (xi − h/2).Èñêîìîå óðàâíåíèå èìååò âèä
− 8

3h
uh(xi−1) +

16

3h
uh(xi−1/2) −

8

3h
uh(xi+1) = −4h (xi − h/2).Ïîñêîëüêó uh(xi) = u(xi) = x3

i , òî îòñþäà íàõîäèì, ÷òî
uh(xi − h/2) = (xi−1/2)

3,ò.å. çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è â óçëàõ xi−1/2 ñîâïàäàþò ñî çíà-÷åíèÿìè òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Òåì ñàìûì,
uh(x) =

2

h2

[
(x − xi−1/2)(x − xi)x

3
i−1 + (x − xi−1/2)(x − xi−1)x

3
i+

+ 2(x − xi−1)(xi − x)x3
i−1/2

]
, x ∈ e(i),èëè, ââîäÿ ëîêàëüíóþ ïåðåìåííóþ t = (x − xi−1)/h,

uh =

(
3xih

2 − 3h3

2

)
t2+

+

(
3x2

ih − 6xih
2 +

5h3

2

)
t+

+
(
x3

i − 3x2
ih + 3xih

2 − h3
)
.
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u = h3t3 + 3h2xi−1t

2 + 3hx2
i−1t + x3

i−1è ïîòîìó
u − uh = h3t(t − 1/2)(t− 1).
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